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ՆԵՐԱԾՈՒԹՅՈՒՆ

Դպրոցական մաթեմատիկայի դասընթացում հավասարումներն առանցքային նշանակություն ունեն և իրենց լայն կիրառություններն են գտնում դասընթացի բոլոր բաժիններում: Ընդհանուր առմամբ դիտարկվող հավասարումները հիմնականում պարունակում են մեկ փոփոխական (անհայտ): Սակայն մաթեմատիկայի գործող դասագրքերում նույնպես կարող են հանդիպել այնպիսի հավասարումներ, որոնք պարունակում են մեկից ավելի անհայտներ կամ այնպիսի տեքստային խնդիրներ, որոնց լուծումները հանգեցվում են մեկից ավելի անհայտներով հավասարումների լուծմանը: Այդպիսի հավասարումներում, հիմնականում, պահանջվում է գտնել ամբողջ թվերով լուծումներ, որոնց հայտնաբերումն իրականացվում է ոչ ստանդարտ մեթոդներով: Այստեղ անհրաժեշտ է, որ սովորողը որոշ չափով տեղյակ լինի ամբողջ թվերի բաժանելիության վերաբերյալ գոնե նախնական հասկացություններին և փաստերին: Փորձը ցույց է տալիս, որ նման խնդիրների լուծումը հետաքրքրություն են առաջացնում սովորողների մոտ և նպաստում նրանց ունակությունների ու տրամաբանության ձևավորմանը: 
Ստորև դիտարկվելու են մեկից ավելի անհայտ պարունակող ընդհանուր տեսքի որոշ հավասարումներ և այնպիսի տեքստային խնդիրներ, որոնք հանգեցվում են մեկից ավելի անհայտներ պարունակող հավասարումների լուծմանը: Սկզբում, համառոտ տեղեկատվությամբ, ընդհանուր գծերով ներկայացվում են տեսական անհրաժեշտ փաստեր՝ հպանցիկ պատմական ակնարկով: Այնուհետև բերվում են տիպական և հետաքրքիր առաջադրանքներ, որոնց լուծումներն իրականացվում են տեսական փաստերի և տրամաբանական դատողությունների հիման վրա: 
Կարծում ենք, որ այստեղ ներկայացվող նյութերը կարող են օգտակար լինել մաթեմատիկայի սկսնակ ուսուցիչներին՝ դասերի ընթացքում կամ արտադասարանական պարապունքներն անցկացնելիս:




Մեկից ավելի փոփոխական (անհայտ) պարունակող հավասարումների լուծումը բնական կամ ամբողջ թվերով մաթեմատիկական գիտության հնագույն խնդիրներից մեկն է: Այն կարևորվում է նաև ժամանակակից մաթեմատիկայում: Խնդիրը կայանում է հետևյալում. տրված հավասարման համար գտնել նրանում մասնակցող փոփոխականների բոլոր այն ամբողջ կամ բնական արժեքները, որոնց դեպքում այն վերածվում է ճիշտ հավասարության:
Մաթեմատիկայի պատմության մեջ բնական թվերով հավասարումների լուծումը կապված է Հին Հունական մաթեմատիկոս Դիոֆանտի (մ.թ. 3-րդ դար) անվան հետ: Այդպիսի հավասարումների լուծման ուղղությամբ Դիոֆանտը տարատեսակ հնարներ է իրագործել, որի համար էլ դրանք կոչվում են դիոֆանտյան հավասարումներ, երբեմն նաև`անորոշ հավասարումներ: Միաժամանակ պետք է նշել, որ դիոֆանտյան ոչ բոլոր հավասարումներն ունեն լուծման ընդհանուր ալգորիթմներ. մեծիմասամբ, գործնականորեն, յուրաքանչյուր հավասարման համար ցուցաբերվում է յուրատիպ մոտեցում:
Ժամանակակից մաթեմատիկայում դիոֆանտյան հավասարումները նշանակալից կիրառություններ ունեն ևկազմում են առանձին, բացառապես հետաքրքիր բաժին, որը ներառված է թվերի տեսության դասընթացներում: Թվերի տեսությունում դիոֆանտյան շատ հավասարումների համար բացահայտված են լուծման հատուկ մեթոդներ:
Երկու`[image: ] և [image: ]փոփոխականներով դիոֆանտյան գծային հավասարումն ունի
[image: ]			(1)
տեսքը, որտեղ [image: ]-ն տրված ամբողջ թվերն են:Հարմարության համար կարելի է ընդունել, որ [image: ] և [image: ] գործակիցները բնական թվեր են: Այդպիսի հավասարումների համար գոյություն ունի լուծման հստակ ալգորիթմ:
Ընդունվում է նաև, որ  (1) հավասարման մեջ [image: ] և [image: ]գործակիցները փոխադարձաբար պարզ բնական թվեր են: Այն դեպքում, երբ [image: ] և [image: ]թվերը փոխադարձաբար պարզ չեն, կունենան 1-ից մեծ ընդհանուր բաժանարար, մասնավորաբար, ամենամեծ ընդհանուր [image: ]բաժանարար: Եթե [image: ]-ն չի բաժանվում [image: ]-ի, ապա ակնհայտ է, որ (1) հավասարումը լուծում չունի: Իսկ եթե [image: ]-նբաժանվում է [image: ]-ի, ապա այդ հավասարման երկու մասերը կարելի է բաժանել d-ի, որից հետո կստացվի հավասարում, որում [image: ] և [image: ]փոփոխականների գործակիցներն արդեն փոխադարձաբար պարզ են: Այդ նկատառումով էլ բավական է (1) տեսքի հավասարումները դիտարկել փոխադարձաբար պարզ գործակիցներով: Ապացուցվում է, որ այդպիսի յուրաքանչյուր հավասարումն ունի անվերջ շատ ամբողջաթիվ լուծումներ: Լուծումների բազմությունը գտնելու համար կարելի է առաջնորդվել հետևյալ կանոնով. սկզբում, փորձարկելով, ընտրվում է որևէ [image: ]լուծում, որն ընդունված է անվանել մասնակի լուծում: Այդ դեպքում (1) հավասաման բոլոր լուծումները նկարագրվում են


,     
բանաձևերով, որտեղ [image: ]-ն ցանկացած ամբողջ թիվ է:
Այդ պնդումն ապացուցեք ինքնուրույն:
Դիոֆանտյան ոչ գծային հավասարումների մեջ առանձնահատուկ ուշադրության  է արժանացել բնական [image: ], [image: ], [image: ] փոփոխականներով հետևյալ հավասարումը՝

 :			(2)
Այն դիտարկվել է մոտ երկու հազար տարի առաջ մինչև Դիոֆանտը՝ Հին Եգիպտոսում: Միայն հայտնի է, որ Դիոֆանտը քաջատեղյակ է եղել այդ տիպի հավասարումներին և դրանք հաջողությամբ է կիրառել:
Եթե [image: ]-ը և [image: ]-ը ուղղանկյուն եռանկյան էջերի երկարություններն են, իսկ [image: ]-ը՝ ներքնաձիգի երկարությունը, ապա, ըստ Պյութագորասի հայտնի թեորեմի, [image: ] թվերի միջև տեղի ունի (2) առնչությունը: Այդ փաստը, ըստ էության, դեռևս Պյութագորասից մոտ հազար տարի առաջ հայտնի է եղել եգիպտացիներին և բաբելոնացիներին: Գործնական նպատակների համար նրանք օգտվել են հակադարձ պնդումից՝ եթե [image: ], [image: ] և [image: ] թվերը կապված են (2) առնչությամբ, ապա այդպիսի կողմերով եռանկյունն ուղղանկյուն եռանկյուն է:
Թեորեմը կապված է Պյութագորասի անվան հետ հավանաբար այն պատճառով, որ այն առաջինը Պյութագորասն է ապացուցել: Պատահական չէ, որ երբեմն (2) հավասարումն անվանում են «Պյութագորյան հավասարում», իսկ նրա ամեն մի [image: ] լուծումը`«Պյութագորյան եռյակ»: Ընդհանրապես ասած, դրական թվերի բազմությունում (2) հավասարումն ունի անթիվ բազմությամբ լուծումներ: Սակայն այստեղ հարց է դրվում գտնել նրա բնական թվերով բոլոր լուծումները: Այդպիսի հարցադրման դեպքում է, որ (2) հավասարումը, մասնավորաբար, անվանվում է երկրորդ աստիճանի դիոֆանտյան հավասարում:
Դժվար չէ համոզվել, որ (2) հավասարությանը բավարարում են անվերջ բազմությամբ բնական թվերի [image: ]եռյակներ (բավական է նկատել, որ ցանկացած [image: ] բնական թվի դեպքում [image: ]եռյակը լուծում է): Բնական հարց է ծագում՝գտնել բնական թվերի բոլոր այն [image: ] եռյակները, որոնք բավարարում են (2) հավասարությանը, այլ կերպ`(2) հավասարումը լուծել բնական թվերով: Այդպիսի եռյակները ևս կոչվում են պյութագորյան (ինչպես որ համապատասխան եռանկյունները):
Նկատենք, որ եթե այդպիսի եռյակներից որևէ երկուսն ունեն ընդհանուր [image: ]բաժանարար, ապա -ի վրա կբաժանվի նաև երրորդ թիվը: Նրանից յուրաքանչյուրը բաժանելով [image: ]-ի,նորից կստանանք պյութագորյան եռյակ: Նշանակում է՝ պյութագորյան ցանկացած եռյակից հեշտությամբկարելի է անցնել պյութագորյան նոր եռյակի,որում թվերն արդեն զույգ առ զույգփոխադարձաբար պարզ են: Այդպիսի յուրաքանչյուր եռյակն անվանում են պրիմիտիվ:
Դժվար չէ հասկանալ, որ առաջադրված խնդիրը լուծելու համար բավական է գտնել պյութագորյան պրիմիտիվ եռյակների ընդհանուր տեսքը: Կարելի էապացուցել, որ պյութագորյան ցանկացած [image: ] պրիմիտիվ եռյակիհամար կգտնվեն տարբեր զույգություն ունեցող, փոխադարձաբար պարզ [image: ] և [image: ]բնական թվեր այնպես, որ

 		(3)
Հեշտ է նկատել, որ ճիշտ է նաև հակադարձ պնդումը.եթե [image: ]-ն և[image: ]-ն փոխադարձաբար պարզ թվեր են [image: ], ապա (3) հավասարություններով ստացված [image: ], [image: ], [image: ] թվերը կազմում են պյութագորյան պրիմիտիվ եռյակ: Դրանով հանդերձ, (2) հավասարման լուծումների բազմությունը կներկայացվի հետևյալ բանաձևերով. 
[image: ]
որտեղ [image: ]-ն կամայական բնական թիվ է:
*    *    *
Իսկ այժմ ներկայացնենք ընտրված խնդիրները: Ենթադրվում է, որ ավելի հետաքրքիր ու արդյունավետ կլինի, երբ լուծումները թողնվում են ընթերցողներին: Այստեղ միայն տրվում են պատասխանները: 

Լուծել հավասարումը բնական թվերով (1-7).
1. [image: ]	2. [image: ] 	3. [image: ]   4. [image: ]
5. [image: ]	     6. [image: ]     7*. [image: ]

Գտնել ամբողջ [image: ] և [image: ]թվերի բոլոր [image: ] զույգերը, որոնք բավարարում են տրված հավասարությանը (հավասարումը լուծել ամբողջ թվերով) (8-15).
8.[image: ]    9.[image: ] 10.[image: ]  11. [image: ] 12. [image: ]   13. [image: ]   14*.[image: ]   15*.[image: ]
16. Ապացուցել, որ [image: ] հավասարումը բնական թվերով ունի անվերջ շատ լուծումներ:
17. Ապացուցել, որ եթե [image: ]բնական թվերը բավարարում են [image: ]առնչությանը, ապա.
ա)[image: ] և [image: ]  թվերից գոնե մեկը զույգ է, 
բ) [image: ] և [image: ]  թվերից գոնե մեկը բաժանվում է 3-ի,
գ)* [image: ] և [image: ]  թվերից գոնե մեկը բաժանվում է 4-ի,
դ)* [image: ] թվերից գոնե մեկը բաժանվում է 5-ի:

Ապացուցել, որ հավասարումն ամբողջ թվերով ունի անվերջ շատ լուծումներ (18-21).
18.[image: ]:     19*.[image: ]:     20. [image: ]:    21. [image: ]:
Գտնել ամբողջ թվերի բոլոր [image: ] եռյակները, որոնք բավարարում են հավասարությանը (22-24).
22*. [image: ]      23*. [image: ]:
24*. [image: ][image: ]:
25. Գտնել [image: ]հավասարման բնական թվերով այն լուծումը, որի համար [image: ] գումարն ամենափոքրն է:
26. Ապացուցել, որ [image: ] հավասարումն ամբողջ  թվերով ունի անվերջ շատ լուծումներ:
27. Խանութում վաճառվում են 3 և 5 լիտրանոց փակ տարաներով միաստեսակ ներկեր: Գնորդին անհրաժեշտ է գնել 44 կգ ներկ: Վաճառողը կարո՞ղ է, արդյոք, բավարարել գնորդի պահանջը: Եթե այո, ապա քանի՞ ձևով և որքա՞ն յուրաքանչյուրից:

28. Արտադրամասում արտադրվող մեխերը դասավորվում են 16, 17 և 40 կգտարողություններով արկղերում: Կարո՞ղ է, արդյոք, ապրանք բաց թողնողը հաճախորդին տալ 1կգ մեխ՝ չբացելով արկղերը: Եթե այո, ապա ինչպե՞ս:
29. (Հինչինական խնդիր). Պահանջվում է 100 ստակով (դրամային միավոր) գնել [image: ] թռչուն`աքլորներ, հավեր, ճտեր: Հայտնի է, որ աքլորն արժե [image: ] ստակ, հավը`[image: ] ստակ, իսկ [image: ]ճուտը` մեկ ստակ: Յուրաքանչյուր թռչունից քանի՞ հատ կարելի է գնել, պայմանով, որ երեք տեսակից էլ պետք էլինեն:
30*. Շախմատային մրցությանը մասնակցեցին 8-րդդասարանի երկու աշակերտ և 9-րդ դասարանի 4-ից ավելի աշակերտ: Յուրաքանչյուր մասնակից մյուսներից յուրաքանչյուրի հետ խաղաց մեկ անգամ: Երկու ութերորդցիները միասին հավաքեցին 8 միավոր, իսկ բոլոր իններորդցիները հավաքեցին հավասար քանակով միավորներ (յուրաքանչյուր հանդիպումից հետո հաղթողին տրվում է 1 միավոր, իսկ ոչ-ոքիի դեպքում խաղացողները ստանում են [image: ] -ական միավոր): Քանի՞ իններորդցիներ էին մասնակցում մրցույթին:	
31*. Շախմատային մրցությանը մասնակցեցին 9-րդ և 10-րդ դասարանցիները: Յուրաքանչյուր մասնակից մյուսներից յուրաքանչյուրի հետ հանդիպեց մեկ անգամ: Թեև տասներորդցիները 10 անգամ շատ էին իններորդցիներից, սակայն նրանք միասին հավաքեցին ընդամենը 4,5 անգամ շատ միավորներ, քան իններորդցիները միասին: Իններորդցի քանի՞ աշակերտ էր մասնակցում մրցույթին և նրանք միասին քանի՞ միավոր հավաքեցին:

Պատասխաններ
1. (12; 2), (5; 5):    2.(8; 2):    3.(2;16), (12;6):   4.(16;3), (9;8):   5.(8;1):    6.(1;3), (17;3), (6;4), (15;5), (18;4): 

7.  8.[image: ][image: ]:   9.[image: ][image: ]:
10.(7; 13),   (7; -13),  (-7; 13),  (-7; -13),  (11; 5),  (11; -5),  (-11; 5),  (-11; -5):   11.(2; 5),  (-2;-5):  
12.(1; -8), (1; -12),  (11; -2), (-9; -2), (7; 6), (7; -10), (-5; 6), (-5; -10), (9; 4), (9; -8), (-7; 4), (-7; -8): 
13.(0; 5), (7;5):   14.(2; 1):   15.(0;0) (-1; 1), (1; 1):   22.(6;1;0) (6;-1; 0), (0;-1; 0), (0;1; 0): 
23.(1;5;0) (1;-5;0), (-1;5; 0), (-1;-5; 0): 24.(0;0;0,), (n;0;0,), (0;n;0,), (0;0;n,), (n;n;n,), որտեղ n-ը ցանկացած բնական թիվ է:   25.[image: ], [image: ]:   27.Երեք ձևով:  28.Միակ ձևով՝ 4 արկղ 17 կգ-անոց և 2 արկղ 16 կգ-անոց:
 29.15 աքլոր, 1 հավ և 84 ճուտ:   30. 8:   31.Մեկ աշակերտ, 10 միավոր:
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Ստորև դիտարկվելու են մեկից ավելի անհայտ պարունակող ընդհանուր տեսքի որոշ հավասարումներ և այնպիսի տեքստային խնդիրներ, որոնք հանգեցվում են մեկից ավելի անհայտներ պարունակող հավասարումների լուծմանը: Սկզբում, համառոտ տեղեկատվությամբ, ընդհանուր գծերով ներկայացվում են տեսական անհրաժեշտ փաստեր՝ հպանցիկ պատմական ակնարկով: Այնուհետև բերվում են տիպական և հետաքրքիր առաջադրանքներ, որոնց լուծումներն իրականացվում են տեսական փաստերի և տրամաբանական դատողությունների հիման վրա: 
Կարծում ենք, որ այստեղ ներկայացվող նյութերը կարող են օգտակար լինել մաթեմատիկայի սկսնակ ուսուցիչներին՝ դասերի ընթացքում կամ արտադասարանական պարապունքներն անցկացնելիս:
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